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$k$ . $n$ , $k[\mathrm{x}]:=k[X_{1,\ldots,n}X]$ $n$
, $k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]:=k[x_{1}, . , . , xn’ X_{1}-1, \ldots, x-]n1$ $n$ .
, $k[\mathrm{x}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}.\mathrm{x}^{-}]1$ $\mathrm{x}^{\mathrm{a}}=x_{1}a_{1}\ldots X_{n}^{a}n$ , $\mathrm{a}=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathrm{Z}^{n}$
– . , $k$ .
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$\mathrm{Z}^{n}$ $\prec$ , 3 $\mathrm{a},$ $\mathrm{b},$ $\mathrm{c}\in \mathrm{Z}^{n}$ $\mathrm{a}\prec \mathrm{b}$ $\mathrm{a}+\mathrm{c}\prec \mathrm{b}+\mathrm{c}$
. , $0$ $\mathrm{Z}_{>0}^{n}$




$\mathrm{Q}$ – $\mathrm{S}’$ . $\omega\in \mathrm{S}’$
, $\prec=\iota(\omega)$
$\mathrm{a}\prec \mathrm{b}:\Leftrightarrow\omega\cdot \mathrm{a}\leq\omega\cdot \mathrm{b}$
. $\omega^{1},$ $\ldots$ , $\omega^{n}$ $\mathrm{Q}$ – , $\mathrm{Z}^{n}$ a $\mathrm{b}$
, $\omega$ . a $\omega\cdot \mathrm{b}$ – .
$P\subset \mathrm{R}^{n}$ $\omega\in \mathrm{R}^{n}$ , $P$ $\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\omega}(P)$
$\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\omega(P):=$ { $\mathrm{a}\in \mathrm{R}^{n}|$ $\mathrm{a}’\in P$ $\omega\cdot \mathrm{a}’\leq\omega\cdot \mathrm{a}$ }
. $\Omega$ , $k$
$\mathcal{V}$ .
$\Omega$ $\mathcal{V}$ , . $\mathrm{Z}^{n}$ $\mathrm{Z}_{>0}$ $P$ ,
$l\in \mathrm{Z}_{>0}$ $\rho^{-1}(l)$ . $d_{\rho}$ : $\Omega\cross\Omegaarrow \mathrm{R}$




$1/e \backslash e=\max\{e\in \mathrm{z}_{>0}|\rho(\mathrm{a}),$ $\rho(\mathrm{b})<e$ $\mathrm{x}^{\mathrm{a}},$ $\mathrm{x}^{\mathrm{b}}\in k[\mathrm{x}, \mathrm{X}^{-1}]$
$\mathrm{x}^{\mathrm{a}}\prec \mathrm{x}^{\mathrm{b}}\Leftrightarrow \mathrm{x}^{\mathrm{a}}\prec’\mathrm{x}^{\mathrm{b}}$ }
. , $V,$ $V’\in\overline{\mathcal{V}}$ ,
$\delta_{\rho}(V, V’):x\{$
$0$ $V=V’$
$1/e$ , $e= \max\{e\in \mathrm{Z}_{>0}|\rho\langle \mathrm{a}$) $<e$ $\mathrm{x}^{\mathrm{a}}\in k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$
$\mathrm{x}^{\mathrm{a}}\in V\Leftrightarrow \mathrm{x}^{\mathrm{a}}\vee,\in V’$
. }
-.. . $d_{\rho}$, $\delta_{\rho}$ , $\Omega$ $\mathcal{V}$
. $\mathrm{S}’$ , $\mathrm{R}^{n}$ .
2.1 $(\Omega, d_{\rho})$ (V, $\delta_{\rho}$ ) $\rho$ . :




$\Omega$ , (cf. [5, Lecture 3], [8]):
$\Omegaarrow\{1, -1\}^{\mathrm{Z}^{n}}$ , $\prec\in\Omega$ , $\mathrm{a}\in \mathrm{Z}^{n}$ $0\prec$ a $\prec(\mathrm{a}):=1$ ,
$-1$ . $\{1, -1\}^{\mathrm{Z}^{n}}$ $\{1, -1\}$
. $\Omega$ .
, $V\subset k[\mathrm{x}, \mathrm{X}^{-1}]$ , $k$ .
$2.2\prec$ , $f=\Sigma_{i^{C}i}\mathrm{x}^{\mathrm{a}_{i}}\in k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$ $0$ , $V\subset k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$
.
(1) $f$ $\prec$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f)$ ,
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f):=\max_{\prec}\{\mathrm{x}^{\mathrm{a}_{i}}|c_{i}\neq 0\}$ (2.1)
. $f,$ $g\in k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]\backslash \{0\}$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f\cdot g)=\mathrm{i}\mathrm{n}\prec(f)\cdot \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(g)$
.
(2) $V$ $\prec$. $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)$ , $\{\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}.(f. )|f\in V\backslash \{0\}\}$
. $A$ $k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$ ,
$f,$ $g\in A\backslash \{0\}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f)\cdot \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(g)=\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f\cdot g)$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(A)$
. $\prec$ $A$ . $A$ $S$ ,
$\{\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f)|0\neq f\in S\}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(A)$ , $\prec$ SAGBI
. $A$ SAGBI , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(A)$
.
$V\subset k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$ , $\prec\vdash\Rightarrow \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)$
$\Omega$ , $V$ .
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ . $\Omega$ $V$ , $F_{V}$ .
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)\in V$ $U_{V}(\prec)$ .
$U_{V}(\prec):=\{\prec’\in\Omega|\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec};(V)=\mathrm{i}\mathrm{n}\prec(V)\}$ . (2.2)
$\mathcal{V}$ , $F_{V}$ , $U_{V}(\prec)$ $\Omega$ .
23 $V\subset k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$ , $\prec$ .
(1) $V$ $\{f_{i}\}_{i}$ , {in\prec (fi $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)$
, $\prec$ .
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(2) $0\neq f\in V$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f)$ $f$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)$
.
(3) $\{f_{i}\}_{i}$ , $f_{i}$ .
$V$ $\prec$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)$
. , $m$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)$ , $\{f_{m}\}_{m}$
. $f_{m}$ $m=\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f_{m})$ $V$ .
.
24 $V\subset k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$ , $\prec,$ $\prec’$ . $\prec$
$\prec’$ $V$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)\subset \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec^{l}}(V)$
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(V)=\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}’(V)$ .
$V\subset k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$ ,
$\triangle(V):=$ { $\prec\in\Omega|\prec$ $V$ } (2.3)
. $\prec\in\triangle(V)$ $U_{V}(\prec)$ ( $\triangle(V)$ .
25 $A\subset k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$ , $\prec\in\triangle(A)$ . , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(A)$
, $U_{A}(\prec)$ $\triangle(A)$ .
3
, $\mathrm{Z}^{n}$ $0$ $S$ , $S$ $G$
. $S$ $k$ $R$ . , $k$
. $\mathrm{Z}^{n}$ – , $R$ $k[\mathrm{x}, \mathrm{x}^{-1}]$
. $G$ $S$ , $R$ . $G$
$R$ $R^{G}$ .
$G$ , $S$ $G$ .
– . $S’\subset S$ , $S$
, $R’$ . , $R^{G}$ $R’$ $(R’)^{G}$
. , $G$ $G(S)=$ { $\tau\in G|$ $\mathrm{a}\in S$ $\tau(\mathrm{a})=\mathrm{a}$ }
, $G/G(S)$ $R$ $R^{G/}G(s)$ $R^{G}$ .
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$\sigma\in G$ , $\{\mathrm{a}\in S|\sigma(\mathrm{a})=\mathrm{a}\}$ $R_{\sigma}$ . $R$ $k$
$m$ .
3.1 (1) $\sigma\in G$ , $R_{\sigma}$ $k$ $m-1$ .
(2) $G$ , .
.
$3.2\prec$ .
(1) $R$ , $R^{G}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$
, $G$ .
(2) $R$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$ .
33 $R^{G}$ $\{\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{c})|\prec\in\Omega\}$ ,
(1) $G$ $|G|$ ,
(2) $G$ .
32(1) , G\"obel . $G$ $n$
$S_{n}$ . $G$ $k[\mathrm{x}]$ , $\sigma(f):=f(x_{\sigma(1}),$
$\ldots,$
$x\sigma(n))$
$(\sigma\in G, f=f(X1, \ldots, xn)\in k[\mathrm{x}])$ . $k[\mathrm{x}]$
$k[\mathrm{x}]^{G}$ .
3.4 (G\"obel [2]) $\prec_{1\mathrm{e}\mathrm{x}}\in\Omega$ . $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec 1\mathrm{e}\mathrm{x}}(k[\mathrm{X}]^{G})$
, $G$ .
, $\{1, \ldots, n\}$ . $G$
, .G .
$k[\mathrm{x}]$ $S=$ Zn\geq . , $\sigma.$)
$G$ $k[\mathrm{x}]$ , $S$ : $\sigma\in$
$G,$ $\mathrm{a}=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in S$
$\sigma(\mathrm{a})$ $:=(a_{\sigma(1),\ldots,\sigma(n)}a)$ . (3.1)






. $G(\mathrm{a})$ $\{\tau\in G|\tau(\mathrm{a})=\mathrm{a}\}$ .
$B:=\{fG(\mathrm{x}^{\mathrm{a}})|\mathrm{a}\in S\}$ (3.3)
.
3.5 , $B$ $R^{G}$ .
$\triangle(R^{G})=\Omega$
.
, $G$ . , $G$ ,
(a) $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$ , (b) $R^{G}$
.
.
36.$G$ . $\omega\in \mathrm{S}’$ ,
$\iota^{-1}(U_{R}G(\prec))=$ { $\omega’\in \mathrm{S}’|\prec^{J}=\iota(\omega’)$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})=\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}’(R^{G})$ }
. $\prec=\iota(\omega)$ .
, (a) (b) .
$\prec$ . $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$ . ,
25 , $U_{R^{G}}(\prec)$ $\Omega$ . 2.1 , $\iota^{-1}(U_{R}c(\prec))$
$\mathrm{S}’$ . $\omega’\in\iota^{-1}(U_{R}c(\prec))$ $\prec^{J}=\iota(\omega’)$ , $\iota^{-1}(U_{R}G(\prec’$
$))=b^{-1}(U_{R^{c}}(\prec))$ . 36 . $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$
.
36 , $U_{R^{G}}(\prec)$ . $U_{R^{G}}(\prec)$
, $\Omega$ . $R^{G}$





$S$ $\mathrm{Z}^{n}$ $M$ . , $M_{\mathrm{R}}$ (resp.. $C$) $S$
$\mathrm{R}^{n}\simeq \mathrm{R}\otimes_{\mathrm{Z}}\mathrm{Z}^{n}$ (resp. ) . $G$ $S$ ,
$M,$ $M_{\mathrm{R}}$ $C$ .
$\mathrm{a}\in C$ , $G$ $P_{G}(\mathrm{a})$ . $P_{G}(\mathrm{a})$
, a $G$ .
$\prec$ $\omega\in \mathrm{S}’$ . , $\mathrm{a}\in S$ , $\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\omega}(P_{G}(\mathrm{a}))=$
$\{\mathrm{a}\}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(fc(\mathrm{X}^{\mathrm{a}}))=\mathrm{x}^{\mathrm{a}}$ . 35
.
$3.7\prec\in\Omega$ $\omega\in \mathrm{S}’$ .
$\{\mathrm{x}^{\mathrm{a}}|\mathrm{a}\in,\bigcup_{\mathrm{a}\in S}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\omega(P_{G}(\mathrm{a}’))\}$
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$ . $\omega,$ $\omega’\in \mathrm{S}’$ , $\prec=\iota(\omega),$ $\prec’=\iota(\omega’)$
. a $\in S$ , face, $(P_{G}(\mathrm{a}))\neq \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\omega’}(Pc(\mathrm{a}))$ ,
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})\neq \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec};(RG)$ .
1 2 $S=\mathrm{Z}^{3}\geq 0$ $P_{G}(\mathrm{a})$ . 1 $G=S_{3}$ ,
2 $G=A_{3}$ , 3 , $S$




$\sigma\in G$ , $\{\mathrm{a}\in S|\sigma(\mathrm{a})=\mathrm{a}\}$ $M_{\mathrm{R}}$ $H_{\sigma}$
.
$H_{\sigma}=\{\mathrm{V}\in M_{\mathrm{R}}|\sigma(_{\mathrm{V})=}\mathrm{V}\}$
. $\{\mathrm{a}\in S|\sigma(\mathrm{a})=\mathrm{a}\}$ $\mathrm{Z}^{n}$
, $R_{\sigma}$ $k$ ( [10, Lemma 42]
). , $M$ $m$ . , $H_{\sigma}$ , $R_{\sigma}$
$k$ .
, $G$ . $\mathrm{a}_{1},$ $\ldots,$ $\mathrm{a}_{m}$ $M$ .
$S$ $G$ , $\{(\sigma(\mathrm{a}_{1}), \ldots, \sigma(\mathrm{a}_{m}))|\sigma\in G\}$
. $G$ , $G$
– – . , $G$ .
$\tau\in G$ , $\tau$ 2 . $T$ $\tau$ $M_{\mathrm{R}}$ –
. $H_{\tau}$ $M_{\mathrm{R}}$ $m-1$ . $M_{\mathrm{R}}$
, – $T$ $m$
. $c_{1},$
$\ldots,$ $c_{m}$
$\mathrm{R}$ . $G$ , $\tau^{l}=1$
$l$ . , $T$ $\Phi_{T}(X)\in \mathrm{R}[X]$ $X^{l}-1$ .
, $T$ 1 , $T$ . $c_{m}=1$
$-1$ . $T$ , $c_{m}=1$ $T=\mathrm{i}\mathrm{d}_{M_{\mathrm{R}}}$
, $\tau$ . $c_{m}=-1$ , $\tau$ 2 .
$\sigma\in G\backslash \{1\}$ $H_{\sigma}$ $H$ . $C\backslash H$
. $C$ $m$ , 1
, .
$U$ $C\backslash H$ , $\mathrm{v}_{0}$ $U$ , $\overline{U}$ $C$ $U$
. $\tau\in G$ , $H_{\tau}$ $\mathrm{n}_{\tau}$ $\mathrm{n}_{\tau}\cdot \mathrm{v}_{0}>0$
.
$\overline{U}=\bigcap_{\tau}\{\mathrm{v}\in C|\mathrm{n}_{\tau}\cdot \mathrm{V}\geq 0\}$ (3.4)
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. , $G$ $\tau$ . ,
$C\backslash H$ $U$ , $U$ , $C$ .
$G$ $G$ $G’$ .
38 $C\backslash H$ $U$ , $\overline{U}^{\mathrm{c}}arrow Carrow C/G’$
.
36 : $\omega\in \mathrm{S}’$ , $\prec=\iota(\omega)$ . $\omega$ $\iota^{-1}(U_{R}c(\prec))$
.
$\mathrm{a}\in C\backslash H$ $\{\mathrm{a}\}=\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\omega(\mathrm{a})$ , a $C\backslash H$
$U$ . $G$ , $G’$ $G$ . , $C/G’$
, $C/G$ a . 38 , $\overline{U}arrow C/G’$
, $\sigma(\mathrm{a})\neq \mathrm{a}$ $\sigma(\mathrm{a})\in U$ $\sigma\in G$ .
$U$ , 1 , $m$
. , $\gamma:[0,1]arrow U$
$\gamma(0)=\mathrm{a},$ $\gamma(1)=\sigma(\mathrm{a})$
, $S$ . ,




$T=$ {$t\in[0,1]|$ $\sigma’\in G$ $\omega\cdot\gamma(t)=\omega\cdot\sigma’(\gamma(t))$}
. ,
$\omega\cdot(\gamma(\mathrm{o})-\sigma-1(\gamma(\mathrm{o})))=\omega$ . (a $-\sigma^{-1}(\mathrm{a})$ ) $>0$
$\omega\cdot(\gamma(1)-\sigma-1(\gamma(1)))=\omega\cdot(\sigma(\mathrm{a})-\mathrm{a})<0$
, , $t\in(0,1)$ $\omega\cdot(\gamma(t)-\sigma-1(\gamma(t)))=0$
. $s:= \inf(\tau),$ $\mathrm{b}:=\gamma(S)$ .
$\omega\cdot \mathrm{b}=\omega\cdot\sigma_{0}(\mathrm{b})$ (3.5)
59
, $1\neq\sigma_{0}\in G$ . , $t\in[0, s)$ $1\neq\sigma’\in G$
$\omega\cdot\gamma(t)>\omega\cdot\sigma’(\gamma(t))$ (3.6)
. $\gamma$ $H$ , $\mathrm{b}\neq\sigma_{0}(\mathrm{b})$ . $\delta\in \mathrm{R}_{>0}$
,
$\omega_{\delta}:=\omega-\delta(\mathrm{b}-\sigma_{0}(\mathrm{b}))$
$\text{ }$ . (3.5) $\mathrm{b}$ . $s_{i_{\text{ }}}<S.<s_{i\text{ }+1}$ i .
$\{t_{i}\}_{i}\subset(s_{i\text{ }}, S)$ $\lim_{iarrow\infty}t_{i}=s$ , $(t_{i}-S_{i_{\text{ }}})/(s_{i_{\text{ }+}1^{-s_{i\text{ }}}})$





’ , $\epsilon$ . , $\delta>0$
$| \omega-\frac{\omega_{\delta}}{|\omega_{\delta}|}|<\epsilon$












$\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\omega_{\delta}}(P_{G}(\mathrm{a}_{i}))\neq\{\mathrm{a}_{i}\}$ . $(i>N_{\epsilon’})$ .
(3.6) , $\{\mathrm{a}_{i}\}=\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\omega}(P_{G}(\Re))$ $i$ . , $\prec_{\delta}=$
$\iota(|\omega_{\delta}|^{-}1\omega\delta)$ , 37 $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec\delta}(k[\mathrm{x}.]^{c_{)}}\neq \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(k[\mathrm{X}]^{G}. )$ . , $|\omega_{\delta}|^{-1}\omega_{\delta}\not\in$
$\iota^{-1}(U_{R^{G}}(\prec))$ . $\omega$ $\iota^{-1}(U_{R}c(\prec))$ .
4
, $G$ .
4.1 $G$ . $U$ $C\backslash H$ , $\mathrm{v}_{0}\in U$ $\omega\in \mathrm{S}’$
. , $1\neq\sigma\in G$ $\omega\cdot\sigma(\mathrm{v}_{0})<\omega\cdot \mathrm{v}_{0}$ .




, . , $G$
$R^{G}$ .
42 $G$ . , $\prec$ , $C\backslash H$
$U$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$ $\overline{U}\cap S$
. $R^{G}$ $|G|$ .
, $n$ & $S=\mathrm{Z}_{\geq}^{n}\text{ }$ $(3.1)$
. $S_{n}$ $n!$ . 42 , $R^{G}$
$n!$ . , $\prec$ $\prec’$ , $R^{G}$
, $n$ $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}$
, $-\prec$ $\prec’$ (cf. [7, Theorem
1.14]).
, 32 .
43 $G$ . $R$ , $\prec\in\Omega$ ,
$R^{G}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$ .
44 $G$ . $R$ , $\prec\in\Omega$
, $R^{G}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(R^{G})$ .
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